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Número natural – Axiomática de Peano
Para definir al conjunto de los números naturales, según la teoría axiomática conocida como de Peano, procederemos como sigue:
Consideramos al número natural como un concepto primitivo, y para el conjunto de los mismos se verifican los siguientes axiomas:

1) Existe un número natural llamado cero (0)

2) Para cada número natural existe un único número natural, llamado su siguiente. (Si n es un número natural, el siguiente de n se anota: sg (n)).

3) Para todo número natural, su siguiente es distinto de cero.

4) Si dos números naturales cualesquiera son distintos, sus siguientes son distintos.

5) Dado un conjunto A de números naturales, si: 0 es elemento de A, y, siempre que n sea elemento de A, el siguiente de n es elemento de A, entonces A es el conjunto formado por todos los números naturales (que notaremos: N). (Axioma de Inducción Completa)

Primeras consecuencias de los axiomas:
Por el axioma 1, 0 es un natural. Por el axioma 2, existe un número natural que es el siguiente de 0. Y por el axioma 3, el siguiente de 0 es distinto de 0. Entonces, le llamaremos 1.

Def: 

1 = sg (0) 

Si ahora queremos ver que el siguiente de todo número natural es distinto de dicho número, es decir:
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Usaremos el axioma 5 de Inducción Completa.

Consideramos el conjunto formado por todos los números naturales para los cuales su siguiente es distinto de él. Es decir:
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Si logramos demostrar que:

1) 0 pertenece a A  y

2) Para cualquier h, si h pertenece al conjunto A, entonces sg(h) pertenece al conjunto A,
entonces quedará demostrado que A = N.

1) Demostración:

Por el axioma 2, el siguiente de 0 es distinto de 0. Es decir, 0 cumple la condición para ser elemento de A.

2) Demostración:

Sea h un elemento de A (Esto significa que  
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Para que sg(h) pertenezca al conjunto A, tendrá que ocurrir que: 
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Por el axioma 4, si el natural  sg(h) es distinto del natural h, entonces sus siguientes son distintos. De donde se llega a: 
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  De 1) y 2) hemos demostrado que A = N, es decir, que los naturales que verifican que: 
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 es el conjunto de todos los naturales.

Operaciones en N
Adición

Definición:
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De acuerdo a la definición de naturales, se cumple que: 

Cualquiera sea n natural,  n + 0 = n.

También se verifica que: cualquiera sea n natural, 0 + n = n.

Esto lo demostraremos usando también el axioma 5.

Demostración:

Sea el conjunto: 
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Intenta demostrar tú que:

1) 
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2) 
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Propiedades de la adición:

1) Neutro:

De la condición 1) de la definición y la propiedad que acabas de demostrar, tenemos que se verifica la propiedad de neutro en la suma de naturales:


[image: image11.wmf], , 00

nnNnnn

"Î+=+=


2) Asociativa:
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 3)   
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 4)    Conmutativa:
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En clase demostraremos, a modo de ejemplo, alguna de estas propiedades.

Multiplicación

Definición:
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Completa tú la definición, acorde con la que conoces.
Propiedades de la multiplicación:

1) Conmutativa
2) Existencia de neutro

3) Distributiva con respecto a la suma

4) Asociativa

Escribe el enunciado en cada cuadro. 
Desigualdad:

Def:

Dados los naturales a  y  b, decimos que 
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 si y solo si existe c natural, distinto de cero, tal que: 
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Propiedades de la desigualdad:

1) Tricotomía:

Dados a y  b  naturales, se cumple una y sólo una de las condiciones: 
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2) Dados a y b naturales, si 
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, entonces  a = b
3) Transitiva:

Dados a,  b y  c  naturales,  si  a > b  y  b > c, entonces a > c.
4) Monotonía con respecto a la suma:

Dados a,   b y  c  naturales,  si  
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 entonces: 
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5) Monotonía con respecto a la multiplicación

Dados a ,  b  y  c  naturales, con c distinto de cero, si  
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        Sustracción:

Def:

Dados los naturales a  y  b  , efectuar la resta o sustracción de a  y  b  consiste en hallar el natural c tal que: 
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En símbolos:
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